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Цель доклада

Цель исследований — получить, на основе современных информационных технологий,
новые результаты в классической задаче небесной механики
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Постановка задачи

Рассмотрим пространственную круговую
задачу трех тел:

S – центральное тело (Солнце) массы
mS

J – возмущающее тело (Юпитер) массы
mJ , вращающийся вокруг S по
окружности радиуса rJ в плоскости
эклиптики Π0

P – астероид, вращающийся по
невозмущенной эллиптической орбите с
большой полуосью a, эксцентриситетом
e вокруг S в плоскости Π

FS , FJ – гравитационные силы со
стороны Солнца и Юпитера
Ω – долгота восходящего узла N

i – наклонение
быстрые переменные: λJ – долгота
Юпитера в плоскости Π0 и l – средняя
долгота астероида на невозмущенной
орбите
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Усредненная пертурбационная функция
внутренний вариант

Возмущающим фактором является гравитационное воздействие со стороны Юпитера:

R = fmJ

(
1

∆
−

(r⃗J , r⃗)

r3
J

)
=

fmJ

rJ

∞∑
n=2

(
r

rJ

)n

Pn(cos γ),

где r⃗J – радиус-вектор Юпитера, r⃗ – радиус-вектор астероида, ∆ – расстояние от
Юпитера до спутника, f – гравитационная постоянная, Pn – полином Лежандра, γ –
угол между rJ и r.

Двукратное усреднение по схеме Гаусса имеет вид:

R
∗∗

=
1

4π2

2π∫
0

2π∫
0

RdλJdl =
fmJ

rJ
√

1 − e2

∞∑
n=1

(
a

rJ

)2n

Dn,

где e, a – эксцентриситет и большая полуось орбиты астероида P ,

Dn = (1 + e)
2n+2

P2n(0)

P2n(0)P2n(cos i)F2,1

(
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2
, 2n + 2; 1;

2e

e − 1

)
+ 2

n∑
k=1

(−1)
k
A

(2n)
2k

cos 2kω

 ,

A
(2n)
2k

= F
reg
3,2

(
1

2
, 1, 2n + 2; 1 − 2k, 1 + 2k;

2e

e − 1

)
(2n − 2k)!

(2n + 2k)!
P

(2k)
2n (0)P

(2k)
2n (cos i),

ν, ω, i — истинная аномалия, аргумент перицентра и наклонение орбиты астероида,
P

(2k)
2n — присоединенная функция Лежандра, F2,1 — функция Гаусса, а F reg

3,2 —
регуляризованная функция Клаузена.
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Усредненная пертурбационная функция
внешний вариант

Возмущающим фактором также является гравитационное воздействие со стороны
Юпитера:

R = fmJ

(
1

∆
−

(r⃗J , r⃗)

r3
J

)
=

fmJ

r

(
1 +

r3J − r3

r2
J
r

+
∞∑

n=2

(
rJ

r

)n
Pn(cos γ)

)
,

где r⃗J — радиус-вектор Юпитера, r⃗ — радиус-вектор астероида, ∆ — расстояние от
Юпитера до спутника, f — гравитационная постоянная, Pn – полином Лежандра, γ –
угол между rJ и r.

Двукратное усреднение по схеме Гаусса имеет вид:

R
∗∗

=
1

4π2

2π∫
0

2π∫
0

RdλJdl =
fmJ

a
+

fmJ

a
√

1 − e2

∞∑
n=1

(
rJ

a

)2n
Dn,

где e, a – эксцентриситет и большая полуось орбиты астероида P ,

Dn = (1 + e)
1−2n

P2n(0)

P2n(0)P2n(cos i)F2,1

(
1

2
, 1 − 2n; 1;

2e

e − 1

)
+ 2

n∑
k=1

(−1)
k
A

(2n)
2k

cos 2kω

 ,

A
(2n)
2k

= F
reg
3,2

(
1

2
, 1, 1 − 2n; 1 − 2k, 1 + 2k;

2e

e − 1

)
(2n − 2k)!

(2n + 2k)!
P

(2k)
2n (0)P

(2k)
2n (cos i),

i, ν, ω – наклонение, истинная аномалия и аргумент перицентра орбиты астероида,
P

(2k)
2n — присоединенная функция Лежандра, F2,1 — функция Гаусса, а F reg

3,2 —
регуляризованная функция Клаузена.
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Валидация двукратного усреднения
численная проверка двукратного усреднения по схеме Гаусса, внешний вариант

Результаты сравнения численного усреднения

R
(int)

=
1

4π2

2π∫
0

2π∫
0

fmJ

r

[
1 +

r3J − r3

r2
J
r

+
∞∑

n=2

(
rJ

r

)n
Pn(cos γ)

]
dλJdl.

и R∗∗ при значениях параметров: e = 0.1, i = π/3, ω = π/2, rJ/a = 0.5, где n – число
удерживаемых членов ряда
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Асимптотичность усредненной пертурбационной функции
внутренний вариант

Степенной по µ ряд R∗∗ называют асимптотическим по Пуанкаре, если при любом N и
малом µ имеем

R
∗∗

= R
∗∗
N + o

(
µ
N
)

⇒
∥∥R∗∗ − R

∗∗
N

∥∥ ∼ µ
N+α
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Красильников П.С. (МАИ) Ограниченная задача 3-х тел AMCM, 2024 8 / 20



Условия пересечения орбит
внутренний вариант

Приведем, следуя работе Цейпеля, геометрическое описание условий пересечения орбит
в первом приближении метода усреднения. Имеем интегралы:

a = const, (1 − e
2
) cos

2
i = c1, R

∗∗
= h,

(
0 ≤ e ≤ e∗, e∗ =

√
1 − c1, 0 ≤ c1 < 1

)
.

Условия пересечения орбит
a(1 − e2)

1 ± e cosω
= rJ

поскольку точки пересечения обязаны совпасть с узлами оскулирующего эллипса на
плоскости орбиты Юпитера (узлам соответствуют точки орбиты при ν = −ω, ν = π − ω,
при i ̸= 0).

Положим
x = e cosω, y = e sinω,

тогда условия пересечения орбит примут вид:(
x ±

1

2µ

)2

+ y
2

=

(
1 −

1

2µ

)2

, x
2
+ y

2 ≤ e
2
∗,

(
µ =

a

rJ
< 1

)
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Геометрическая иллюстрация условий пересечения орбит
внутренний вариант

Необходимые и достаточные условия пересечения орбит:(
µ
−1 − 1

)
≤ e |cosω| ≤ |x∗| < e∗,

1

2
< µ < 1

В случае пересечения орбит астероид выходит за пределы сферы радиуса rJ , поэтому
должна измениться структура функции R (r/rJ меняем на rJ/r). Следовательно,
должна измениться вековая часть этой функции (Цейпель).
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Поведение функции вдоль кривых пересечения орбит
внутренний вариант

Условия пересечения орбит можно представить в виде:

f1(a, e, ω) ≡
a

rJ

(
1 − e

2
)
− 1 + e cosω = 0, f2(a, e, ω) ≡

a

rJ

(
1 − e

2
)
− 1 − e cosω = 0 (∗)

Результат первого усреднения пертурбационной функции R по λJ имеет вид
(Вашковьяк, 1981):

R
∗

=
(
1 + r

2
)−1/2

Γ

(
1

4
,
3

4
; 1; z

)
, z =

4r2 cos2 φ(
1 + r2

)2
Кривые пересечения орбит отвечают случаю z = 1. Функция Гаусса имеет полюс при
z = 1. Двукратно усредненная пертурбационная функция в окрестности кривых (*)
имеет вид (Цейпель, 1910):

R
∗∗

= π |H2 (e, ω, µ, c1)|H3 (e, ω, µ, c1) + H5 (e, ω, µ, c1) ,

Здесь H2 (e, ω, µ, c1) = 0 на кривых пересечения орбит.

Итак, на кривых пересечения имеем:
неаналитичность функции R∗∗

изменение представления R∗∗
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Области сходимости (расходимости) ряда для функции R∗∗
внутренний вариант

Радиус сходимости степенного ряда согласно критерию Коши-Адамара

ρ (e, ω, c1) =

(
lim

n→∞
n
√

|Dn|
)−1
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Каждая изолиния соответствует своему радиусу сходимости ряда. При фиксированном
µ ряд расходится в области, расположенной выше изолинии ρ = µ, сходится ниже
изолинии.
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Области сходимости (расходимости) ряда для функции R∗∗
внешний вариант
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Усредненные уравнения в оскулирующих элементах, первые
интегралы

Усредненные уравнения Лагранжа в оскулирующих элементах:

da

dt
= 0,

de

dt
= −

√
1 − e2

na2e

∂R∗∗

∂ω
,

di

dt
=

ctg i

na2
√

1 − e2

∂R∗∗

∂ω
,

dΩ

dt
=

cosec i

na2
√

1 − e2

∂R∗∗

∂i
,

dω

dt
=

√
1 − e2

na2e

∂R∗∗

∂e
−

ctg i

na2
√

1 − e2

∂R∗∗

∂i
.

Первые интегралы:

a = c0, (1 − e
2
) cos

2
i = c1, R

∗∗
= c2

С помощью второго интеграла исключаем угол i из усредненной силовой функции R∗∗

cos i = ±
√

c1

1 − e2

получаем редуцированную систему уравнений с одной степенью свободы:

de

dt
= −

√
1 − e2

na2e

∂R̂

∂ω
,

dω

dt
=

√
1 − e2

na2e

∂R̂

∂e

Область возможных движений:
0 < e <

√
1 − c1,

здесь e = 0, e =
√
1− c1 – интегральные многообразия
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Фазовые портреты
внутренний вариант
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Фазовые портреты
внешний вариант
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Точность приближения
внутренний вариант

Рассмотрим вопрос точности приближения. Необходима достоверность в построении
фазовых портеров колебаний по аргументам e, ω. Дело в том, что для разных усечений
ряда R̂ имеем фазовые портреты с разной топологией: последовательное удержание
членов ряда все более высоких порядков малости ведет к появлению все новых и новых
равновесий в окрестности e = 1 и нулевого значения константы Лидова-Козаи c1,
отвечающего наклонениям i вблизи π/2 (область сильно вытянутых околополярных
орбит). Достоверный фазовый портрет удовлетворяет равенству

ε = µ
2n+2

,

где ε = 0.0001 — отношение массы Юпитера к массе Солнца, µ = a/rJ . Здесь ε —
точность приближения метода усреднения, µ2n+2 — точность построения фазового
портрета в усредненной системе с помощью усеченного интеграла энергии

R̂0(e, ω) + µ
2
R̂1(e, ω) + · · · + µ

2n
R̂n(e, ω) = C.
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Теорема метода малого параметра

Рассмотрим задачу о приближенном построении фазового портрета колебаний
двумерной автономной динамической системы, допускающей аналитический по µ
интеграл

H(y, x, µ) ≡ H0(y, x) + µH1(y, x) + µ
2
H2(y, x) + · · · = C.

Теорема Пусть первый интеграл H (y, x, µ), µ ≪ 1 и его усеченное значение

H̃(y, x, µ) ≡ H0(y, x) + µH1(y, x) + µ
2
H2(y, x) + · · · + µ

n
Hn(y, x) = C (1)

есть аналитические функции в компактной области D изменения переменных x, y,
когда µ ∈ [0, 1], при этом область D целиком состоит из точек регулярности этих
функций:

rank
(
H

′
y, H

′
x

)
= rank

(
H̃

′
y, H̃

′
x

)
= 1, (x, y) ∈ D.

Тогда точность приближения фазового портрета колебаний семейством кривых,
описываемых уравнением (1), есть величина порядка µn+1.
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Асимптотическая оценка числа удерживаемых членов ряда

Итак, полагаем ε = µ2+2. Число n∗ удерживаемых членов ряда вычисляем по формуле

n∗ =

⌈
ln ε

2 lnµ

⌉
− 1

Здесь ⌈x⌉ = min {n ∈ N |n ≥ x} – функция потолка x.

Таблица значений параметра n∗ при ε = 0.955 · 10−3 имеет следующий вид:

µ 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
n∗ 1 2 2 3 4 6 9 15 32
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Заключение

Новые результаты:
Представлена усредненная пертурбационная функция в виде степенного ряда с
коэффициентами, выраженными через функции Гаусса и Клаузена
Получены необходимые и достаточные условия пересечения орбит астероида и
Юпитера
В плоскости кеплеровских элементов (e, ω) построены области сходимости и
расходимости ряда при разных значениях µ и константы Лидова-Козаи c1

Численно доказана асимптотичность степенного ряда в областях его расходимости,
что позволяет применять методы теории возмущений при больших µ

Построены фазовые портреты колебаний в высоких приближениях метода малого
параметра
Дана оценка числа удерживаемых членов ряда в интеграле энергии,
гарантирующая достоверность построения фазового портрета
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